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Ce document rassemble différents éléments introduits léacturs de Master recherche. On définit tout d’abord dans la
section 1 ce que I'on entend par « probleme combinatoire en@&onne quelques exemples de ces problémes dans la
section 2. La section 3 fait ensuite un panorama des prilesg@proches pour résoudre en pratique ces problémes, Enfin
la section 4 introduit plus particulierement les approdhsgirées du comportement collectif des colonies de fosirmi

1 Quelques caractéristiques des problémes combinatoires

On qualifie généralement de « combinatoires » les problémmsla résolution se heurte a une explosion du nombre de
combinaisons a explorer. C'est le cas par exemple lorsgumecherche a concevoir un emploi du temps : s'il y a peu de
cours a planifier, le nombre de combinaisons a explorer gdéefat le probléme sera trés rapidement résolu ; cependant,
I'ajout de quelques cours seulement peut augmenter caabidénent le nombre de combinaisons a explorer de sorte que
le temps de résolution devient excessivement long.

Cette notion de probléme combinatoire est formellemerdatérisée par la théorie de la complexité qui propose une
classification des problemes en fonction de la complexitéualerésolution, et nous introduisons tout d’abord lessgas

de problémes qui nous intéressent plus particulieremeanisihtroduisons ensuite les notions de transition de pbase
de paysage de recherche qui permettent de caractérisdfidalth « en pratique » des différentes instances d’'un méme
probléme combinatoire.

1.1 Complexité théorique d’'un probleme

On entend ici par « complexité d’'un probleme » une estimaiomombre d’instructions a exécuter pour résoudre les
instances de ce probléme, cette estimation étant un ordpeddeur par rapport a la taille de I'instance. Il s’agit lane
estimation dans le pire des cas dans le sens ou la complaxit@bbléme est définie en considérant son instance la plus
difficile. Les travaux théoriques dans ce domaine ont pedidentifier différentes classes de probléemes en fonctmn d
la complexité de leur résolution [Pap94]. Il existe en faities grand nombre de classes différehteson se limitera ici

a une présentation succincte nous permettant de caracténisellement la notion de probléme combinatoire.

Problemes de décision. Les classes de complexité ont été introduites pour les @nods de décision, c’est-a-dire les
problémes posant une question dont la réponse est « oui » @ux. fPour ces problemes, on définit notamment les deux
classes? et NP :

— LaclasséP contient 'ensemble des problémes polynomiaux, i.e., patigtre résolus par un algorithme de complexité
polynomiale. Cette classe caractérise 'ensemble desgmas que I'on peut résoudre « efficacement ».

— la classeV’P contient 'ensemble des problémes polynomiaux non détesieis, i.e., pouvant étre résolus par un algo-
rithme de complexité polynomiale pour une machine non déteste (que I'on peut voir comme une machine capable
d’exécuter en parallele un nombre fini d’alternatives)uititement, cela signifie que la résolution des problemes de
NP peut nécessiter I'examen d’un grand nombre (éventuellemegronentiel) de cas, mais que I'examen de chaque
cas doit pouvoir étre fait en temps polynomial.

1Le « zoo des complexité », que I'on peut consulterrsurp : / / www. conpl exi t yzoo. con , recense pas moins de 442 classes de complexi-
tés différentes.



Les relations d'inclusion entre les classest NP sont a I'origine d'une trés célébre conjecture que I'on péstimer
par «P # NP ». En effet, si la classP est manifestement inclue dans la classg, la relation inverse n’a jamais été ni
montrée ni infirmée.

Cependant, certains problemesXi@® apparaissent plus difficiles a résoudre dans le sens ou &dronve pas d'algo-
rithme polynomial pour les résoudre avec une machine déteste. Les problémes les plus difficiles &P définissent

la classe deproblemes\P-complets un probléme deVP estNVP-complet s'il est au moins aussi difficile a résoudre
que n’importe quel autre probleme @déP, i.e., si n'importe quel autre probleme &P peut étre transformé en ce
probléme par une procédure polynomiale.

Cette équivalence par transformation polynomiale entoblpmesNP-complets implique une propriété fort intéres-
sante : si I'on trouvait un jour un algorithme polynomial pawn de ces problémes (n'importe lequel) on pourrait en
déduire des algorithmes polynomiaux pour tous les autrelsi@mes, et on pourrait alors conclure gde= AP. La
question de savoir si un tel algorithme existe a été posé®ehar Stephen Cook... et n’a toujours pas recu de réponse.

Ainsi, les problemeg/P-complets sont des problémes combinatoires dans le semsiotékolution implique I'examen
d’un nombre exponentiel de cas. Notons que cette classerdblemesN P-complets contient un tres grand nombre
de problémes (dont quelques-uns sont décrits dans la s&jti®our autant, tous les problémes combinatoires n’appar
tiennent pas a cette classe. En effet, pour qu’un probleimg&B-complet, il faut qu'il soit dans la class€P, i.e., que
I'examen de chaque cas puisse étre réalisé efficacemeninpgsrocédure polynomiale. Si on enléve cette contrainte
d’appartenance a la class&P, on obtient la classe plus générale gesblemesV P-difficiles contenant I'ensemble des
problémes qui sont « au moins aussi difficiles » que n'impqutel probléme deVP, sans nécessairement appartenir a

NP.

Problémes d’optimisation. Le but d’un probléme d’optimisation est de trouver une sofutnaximisant (resp. mini-
misant) une fonction objectif donnée. A chaque problémetitaisation on peut associer un probléme de décision dont
le but est de déterminer s'il existe une solution pour lagualfonction objectif soit supérieure (resp. inférieura)égale

a une valeur donnée. La complexité d'un probleme d’optitiieaest liée a celle du probleme de décision qui lui est
associé. En particulier, si le probléme de décisiom\éBtcomplet, alors le probleme d’optimisation estAlifP-difficile.

1.2 ...eten pratique?

La théorie de la complexité nous dit que si un probléme\&Btdifficile, alors il est illusoire de chercher un algorithme
polynomial pour ce probleme (a moins qe= AP). Toutefois, ces travaux sont basés sur une évaluation cienta
plexité dans le pire des cas, car la difficulté d’'un problérsiedgfinie par rapport a son instance la plus difficile. En
pratique, si on sait qu’on ne pourra pas résoudre en temgaquialtoutesles instances d’un problemiéP-difficile, il
apparait que certaines instances sont beaucoup plussfgciéed’autres et peuvent étre résolues trés rapidement.

Considérons par exemple un probléme de conception d’erdpléémps, consistant & affecter des créneaux horaires a
des cours en respectant des contraintes d’exclusion —eaptipar exemple le fait que certains cours ne doivent pas
avoir lieu en méme temps. Il s’agit la d'un probléch&P-complet classique se ramenant a un probléme de coloriage
de graphes. Pour autant, la résolution pratique de ce pnabfieut s’avérer plus ou moins difficile d’'une instance a
I'autre, méme si I'on considere des instances de méme,tadleayant toutes le méme nombre de cours et de créneaux
horaires. Typiquement, les instances ayant trés peu deaguiess d’exclusion sont faciles a résoudre car elles aemiet
beaucoup de solutions; les instances ayant beaucoup dmioted sont aussi facilement traitables car on arrive vite
a montrer qu’elles n'admettent pas de solution; les ingsiictermédiaires —ayant trop de contraintes pour que I'on
trouve facilement une solution, mais pas assez pour quenffiontre facilement qu’elles n'ont pas de solution— sont
généralement beaucoup plus difficiles a résoudre.

De facon plus générale, la difficulté des instances d’'unlprob de décision apparait souvent liée a un phénoméne de
« transition de phases » que nous introduisons dans le ppfegsuivant. Nous introduisons ensuite la notion de « g&ysa
de recherche » qui permet de caractériser la difficulté d#arices de problémes d’optimisation.

Notion de transition de phases. De nombreux problemes de décisisffP-complets peuvent étre caractérisés par un
paramétre de contrdle de telle sorte que I'espace des aestatu probléme comporte deux grandes régions : la région



sous-contrainte ou quasiment toutes les instances adrmeitgrand nombre de solutions, et la région sur-contraiate
quasiment toutes les instances sont insolubles. Trés shu&dransition entre ces deux régions est brusque daehte s
ou une trés petite variation du parametre de contréle sépameux régions. Ce phénomeéne est appelé « transition de
phases » par analogie avec la transition de phases en pbygigdésigne un changement des propriétés d’'un systeme
(e.g., la fusion) provoquée par la variation d’'un paramextérieur particulier (e.g., la température) lorsqu’ibatt une
valeur seuil.

Une caractéristique fort intéressante de ce phénoméneests|instances les plus difficiles a résoudre se trouverst da
la zone de transition [CKT91, Hog96, MPSW98], Ia ou les ins&s ne sont ni trivialement solubles ni trivialement
insolubles. Il s’agit la d’un pic de difficulté dans le sensume toute petite variation du parameétre de controle permet d
passer d’'instances vraiment trés faciles a résoudre a stesmaes vraiment trés difficiles. Notons également quecceei
difficulté est indépendant du type d’approche de résolutmrsidérée [Dav95, CF&®6].

De nombreux travaux, a la fois théoriques et expérimentsaisont intéressés a la localisation de ce pic par rapport au
parameétre de contrdle. En particulier, [GMPW96] introdainotion de « degré de contrainte » (« constrainedness »)
d'une classe de problémes, natéet montre que lorsque est proche de 1, les instances sont critiques et appartienne
a la région autour de la transition de phase. Ces travauxpsoticulierement utiles pour la communauté de chercheurs
s'intéressant a la résolution pratique de problemes combdiies. Ils permettent en particulier de se concentretesur
instances vraiment difficiles, qui sont utilisées en praigour valider et comparer les approches de résolution. Ces
connaissances peuvent également étre utilisées commedestigues pour résoudre plus efficacement les problémes
NP-complets [Hog98].

Notons cependant que ces travaux se basent généralemdiypothése d’'une génération aléatoire et uniforme des
instances par rapport au paramétre de contréle, de tetegoe les contraintes sont relativement uniformémenttiéga
sur 'ensemble des variables du probléme. Cette hypotHésepas toujours réaliste et les problémes réels sont sbuve
plus structurés, exhibant des concentrations irréguliéescontraintes.

Notion de paysage de recherche.La notion de transition de phases n'a de sens que pour letepreb de décision
binaires, pour lesquels on peut partitionner les instaroedeux sous-ensembles en fonction de leur réponse. Pour les
problémes d’optimisation, on peut caractériser la diffied’'une instance d’un probléme d’optimisation par diffése
indicateurs.

Considérons par exemple une instance d’un probleme d'égzttran définie par le couplgs, f) tel quesS est 'ensemble
des configurations candidatesfet S — R est une fonction associant un co(t réel a chaque configaréitbjectif étant

de trouver une configuratiorf € S telle quef(s*) soit maximal. Un premier indicateur de la difficulté de céttgtance
est la densité d'états [HR96] qui donne la fréquence d’'un cqir rapport au nombre total de configurations : a priori,
plus la densité d’'un co(t est faible, et plus il sera difficietrouver une configuration avec ce co(t.

Ce premier indicateur, indépendant de I'approche de résalaonsidérée, ne tient pas compte de la fagon d’expleger |

configurations. Or, on constate en pratique que cet aspedésminant : s'il y a une seule configuration optimale,snai
gue 'on dispose d’heuristiques simples pour se diriges &lie dans I'espace des configurations, alors l'instance se
probablement plus facilement résolue que s'il y a plusieardigurations optimales, mais qu’elles sont « cachées ».

Ainsi, on caractérise souvent la difficulté d’une instanedamnction de la topologie de son paysage de recherche [Sta95
FRPT99]. Cette topologie est définie par rapport a une oelate voisinage C S x S qui dépend de I'approche considé-
rée pour la résolution, ou plus précisémment de la facorptbesr 'ensemble des configurations : deux configuratigns
ets; sont voisines si I'algorithme peut « explores »en une étape de résolution a partirsgeCette relation de voisinage
permet de structurer I'ensemble des configurations en yshe@ = (S, v), que I'on peut représenter comme un « pay-
sage » en définissant I'altitude d’un sommggE S par la valeur de la fonction objectf(s;). La topologie du paysage
de recherche d’'une instance par rapport a un voisinage digmiadications sur la difficulté de sa résolution par un-algo
rithme explorant les configurations selon ce voisinage. &tiqulier, un paysage « rugueux », comportant de nombreux
optima locaux (des sommets dont tous les voisins ont un odéitieur), est généralement plus difficile qu'un paysage
comportant peu d’optima. Un autre indicateur est la cotiaieentre le colt d’'un sommet et sa proximité a une solution
optimale, l'instance étant généralement d’autant pluseiaent résolue que cette corrélation est forte [JF95, NIF99



2 Exemples de problémes combinatoires

De trés nombreux problemes réels saffP-complets ou\ P-difficiles, e.g., pour n’en citer que quelques uns, les pro-
blemes de conception d’emplois du temps, d’équilibragetdenes de montage, de routage de véhicules, d'affectation
de fréquences, de découpe ou d’emballage. Ainsi, [GJ79]tg#és de trois cents problémasP-complets; le « com-
pendium of AP optimization problen’» recense plus de deux cents problémes d’optimisatighdifficiles, et la
bibliothéque de problémes en recherche opérationnelle koBaRy® » en recense plus de cent.

On présente ici deux classes de probléemes combinatoiremtjun grand nombre d’applications pratiques, a savoir les
problémes de satisfaction de contraintes et les problérappariement de graphes.

2.1 Problemes de satisfaction de contraintes

Les contraintes font partie de notre vie quotidienne, qéigisse par exemple de faire en emploi du temps, de ranger de
pieces de formes diverses dans une baoite rigide, ou encqrlaudiéer le trafic aérien pour que tous les avions puissent
décoller et atterrir sans se percuter. La notion de « PrabldenSatisfaction de Contraintes » (CSP) désigne I'ensemble
de ces problémes, définis par des contraintes, et consisténgtrcher une solution les respectant.

De fagon plus formelle, un CSP [Tsa93] est défini par un triple D, C) tel que

— X est un ensemble fini de variables (représentant les incarthwprobléme) ;

— D est une fonction qui associe a chaque variable X son domaineD(z;), c'est-a-dire 'ensemble des valeurs que
peut prendre; ;

— C est un ensemble fini de contraintes. Chaque contrainte C' est une relation entre certaines variablesie
restreignant les valeurs que peuvent prendre simultartéeasivariables.

De facon générale, résoudre un CSP consiste a affecter bessvaux variables de telle sorte que toutes les contginte

soient satisfaites. De facon plus précise :

— On appellaffectationun ensemble de couplés;, v;) tels quer; est une variable du CSP &test une valeur apparte-
nant au domain®(x;) de cette variable.

— Une affectation est diteotale si elle instancie toutes les variables du probléme; elledistpartielle si elle n’en
instancie qu’une partie.

— Une affectatiord viole une contrainte; si toutes les variables dg sont instanciées dan, et si la relation définie
parc; n'est pas vérifiée pour les valeurs des variables;d#finies dansi.

— Une affectation (totale ou partielle) esinsistantesi elle ne viole aucune contrainte,irtonsistantesi elle viole une
ou plusieurs contraintes.

— Unesolutionest une affectation totale consistante, c’est-a-dire aheation de toutes les variables du probléme qui ne
viole aucune contrainte.

Notons que suivant les applications, « résoudre un CSP >sggufier différentes choses : on peut chercher, par exemple

une solution (n'importe laquelle), ou bien toutes les sohd, ou bien une solution qui optimise une fonction objecti

donnée, ou encore une affectation totale qui satisfaitue gtand nombre de contraintes (on parle alors de max-CSP)

[FW92], ou qui minimise une somme pondérée des contrainddses (on parle alors de CSP valué ou VCSP) [SFV95].

Ces différents types de CSPs ont été généralisés dans edeglCSPs basés sur des semi-anneaux [BMR97].

Tous les CSPs ne sont pas des problémes combinatoires; ebfaplexité théorique dépend de la nature des contraintes
et des domaines des variables. Dans certains cas le proplumétre polynomial, par exemple lorsque les contraintes
sont des équations ou inéquations linéaires et les domdaeesariables sont continus. Dans d'autre cas, le probléme
peut étre indécidable, par exemple lorsque les contrasioeisdes fonctions mathématiques quelconques et les desnain
des variables sont continus. Bien souvent, le problemg/é@stcomplet (lorsqu'’il s’agit d’'un probléme de satisfaction)
ou N'P-difficile (lorsqu’il s’agit d’'un probleme d’optimisationEn particulier, les CSPs sur les domaines finis (dont les
domaines des variables sont des ensembles finis de valeatg€snbinatoires dans le cas général.

Le cadre trés général des CSPs permet de modéliser de nongrahlémes réels (voir par exemple la bibliothéque
CSPLib [GW99] qui recense 45 problémes modélisés sous taefate CSPs). On décrit dans le paragraphe suivant
la famille des CSPs binaires aléatoires, qui sont trés sauudisés comme jeux d’essai pour évaluer la performance
d’algorithmes de résolution.

2http ://www.nada.kth.sefviggo/problemlist/compendium.html
Shttp ://people.brunel.ac.uk/ mastjjb/jeb/info.html



CSPs binaires aléatoires. Les CSPs binaires contiennent uniguement des contraimasds, i.e., chaque contrainte

porte sur exactement deux variables. Ces CSPs peuvenéaétiedg aléatoirement, ce qui peut sembler quelque pes futil

mais permet en pratique de tester et comparer facilementldesthmes de résolution. Une classe de CSPs binaires

générés aléatoirement est caractérisée par un quadtuplet, p1, p2 > ol

— n est le nombre de variables du CSP,

— m est la taille du domaine des variables,

— p1 € [0, 1] détermine la connectivité du probléme, c’est-a-dire le benule contraintes,

— p2 € [0,1] détermine la dureté des contraintes, c’est-a-dire le nerdbmpaires de valeurs incompatibles pour chaque
contrainte.

Etant donnée une classen, m, p1, p2 >, on peut considérer différents modéles de génération ndigpe notamment de

si 'on considérey; etp, comme des probabilités ou des ratios [MPSW98].

Une caractéristique trés intéressante de cette classe e €35 que la région de la transition de phase a été clairement
localisée [CFG96] : les instances les plus difficiles (et donc celles quityins particuliérement nous intéresser) sont
celles pour lesquelle$;pilog,, (=) = 1

2.2 Problemes d’appariement de graphes

Les graphes sont des structures de données utilisées netarpour modéliser des objets en termes de composants

(appelés sommets), et de relations binaires entre comizasgapelées arcs). De facon plus formelle, un graphe esi défi

par un couples = (V, E) tel que

— V est un ensemble fini de sommets,

— E CV x V estun ensemble d'arcs.

Les problémes d’appariement de graphes consistent a reattrerrespondance les sommets de deux graphes, I'objectif

étant généralement de comparer les objets modélisés paalgises. On introduit ici les quatre problémes d’appari@me

les plus connus :

— l'isomorphisme de graphes, qui permet de vérifier que deaptes sont structurellement identiques;

— l'isomorphisme de sous-graphes, qui permet de vérifiarrggtaphe est « inclus » dans un autre;

— le plus grand sous-graphe commun, qui permet d’identdiptds grande partie commune a deux graphes;

— la distance d’édition de graphes, qui permet d’identiBgplus petit nombre d’opérations a effectuer pour transéorm
un graphe en un autre.

Isomorphisme de graphes. Un grapheZ = (V, E) est isomorphe a un graplig = (V’, E’) s'il existe une bijection
¢: V. — V' quipréserve les arcs, i.&(v,v2) € V2, (v1,v2) € E < (¢(v1), ¢p(v2)) € E'.

La complexité théorique du probleme de I'isomorphisme @g@hges n’est pas précisément établie : le probleme est<claire
ment dansgV’P mais on ne sait pas s'il est daRou s'il est\/P-complet [For96]. La classe des problénsesnorphiques-
completsa donc été définie, et on conjecture que cette classe se ritgel@ classe P et la classe des problengs
complets. Cependant, il a été montré que pour certains typesaphes (e.g., les graphes planaires [HW74], les arbres
[AHU74], ou les graphes a degré borné [Luk82]), le probléemaeht polynomial.

Isomorphisme de sous-graphes (partiel). Un grapheG = (V, E) est un sous-graphe isomorphe d'un graphe=
(V' E') s'il existe une injectionp : V. — V' qui préserve les arcs d&, i.e., ¥(v1,v2) € V2, (vi,12) € E &

(p(v1), ¢(v2)) € E'.

Notons que I'isomorphisme de sous-graphes impose nonrsentede retrouver tous les arcs @edansG’, mais aussi
que tout couple de sommets @enon reliés par un arc soit apparié a un couple de sommets dgalement non reliés
par un arc. L'isomorphisme de sous-graplaetiel relache cette deuxieme condition, i.e., il s'agit de trouwee injection
¢:V — V'telle quev(vy,ve) € V2, (v1,v2) € E = (¢(v1), ¢(v2)) € E'.

Le probleme de décider si un graphe est isomorphe a un sapgg(partiel) d’'un autre graphe, est un problexfe-
complet [GJ79].



Plus grand sous-graphe (partiel) commun. Le plus grand sous-graphe commun de deux graghes (V, E) et

G' = (V',E’) est le plus « grand » graphe qui soit un sous-graphe isomateli¢ et G’, la taille du sous-graphe
commun pouvant étre définie par le nombre de sommets et/ambéne d’arcs. Cette définition est naturellement étendue
a la notion de plus grand sous-graphe partiel commun en nedwdt le plus grand sous-graphe partiel isomorptec

G'.

Le probleme de la recherche du plus grand sous-graphedlpadimmun est un probléméP-difficile.

Distance d'édition de graphes. La distance d’édition entre deux grapl&®t G’ est le colt minimal pour transformer

G enG’'. Dans le cas général, on considére des graphes étiquetéfs.sommets et les arcs du graphe sont associés
a des étiquettes. Pour cette transformation, on diposexdepgirations élémentaires : 'insertion, la suppressiole et
réétiquetage de sommets et d’arcs. Chaque opération a tr_gtsemble d’opérations le moins colteux permettant de
transformelz en un graphe isomorphed définit la distance d’édition entk& et G’. La distance d’édition est en fait une
généralisation de la notion de plus grand sous-graphe caoniBun97] : si I'on considére des graphes non étiquetés, et
si I'on définit le colt des opérations d’insertion et de sggpion comme étant égal a 1, alors la distance d’éditionelonn
I'ensemble des sommets et arcs qui n’appartiennent pasiagm@nd sous-graphe commun.

Le probleme du calcul de la distance d’'édition de graphesreptobleme\V P-difficile.

Formulation de problémes d’appariements de graphes sous farme de CSPs. Un méme probléme peut générale-

ment étre modélisé de différentes facons, et les problérappariement de graphes peuvent étre formulés sous la forme

de problemes de satisfaction de contraintes [Rég95]. Airsiver un isomorphisme entre deux grapties: (V, E) et

G' = (V',E’) se raméne a résoudre le CE&R, D, C) tel que :

— X associe une variable, a chaque sommete V,i.e, X = {z,/u € V},

— le domaine de chaque variahilg est I'ensemble des sommets@éeayant le méme nombre d’arcs entrants et le méme
nombre d’arcs sortants quei.e.,

D(zy) ={u" €V [/ [{(u,v) € E}| = [{(u,v') € E'}| et
{(v,u) € B} = {(v/,u') € E'}}

— C contient une contrainte binai€.q,.(x.,x,) entre chagque paire de variables,, x, ). Cette contrainte exprime
le fait que les sommets d&’ affectés az, et z, doivent étre connectés par un arc si et seulement si les ssmme
correspondants etv sont connectés par un air®.,

Si (u,v) € E, Cedge(Tu,ry) =E'

sinon Cledge (T, Tp) = {(u/,v) € V| u' £ et(u/,v') & E'}
De facon trés similaire, on peut modéliser un probléme disphisme de sous-graphe sous la forme d’'un CSP, tandis
gue les problémes de recherche de plus grands sous-graphesios et de calcul de distances d’édition, qui sont des
problémes d’optimisation et non plus de satisfaction, patiétre modélisés sous la forme de CSPs valués.

3 Résolution pratique de problémes combinatoires

De trés nombreux problemes réels devant étre résolus grroigiment sont combinatoires et il s'agit en pratique de
trouver des solutions a ces problémes. La théorie de la @xitphous disant que I'on ne pourra pas —a priori— trouver
un algorithme a la fois rapide, correct et complet, on traés problémes en faisant délibérément I'impasse sur un ou
plusieurs de ces critéres : I'objectif est d’avoir un coneorent « acceptable » en pratique, i.e., d'étre capabledesdr

une solution de qualité suffisante en un temps raisonnablel@sinstances a résoudre.

3.1 Approches completes

Pour résoudre un probléme combinatoire, on peut explaes€mble des configurations de fagon exhaustive et systéma-
tique, et tenter de réduire la combinatoire en utilisanttdelniques d'« élagage » —visant a éliminer le plus t6t fdessi
des sous-ensembles de configurations en prouvant qu’ileménnent pas de solution— et des heuristiques de choix



—visant & se diriger le plus rapidement possible vers leflenegs configurations. Ces approches sont complétes dans |
sens ou elles sont toujours capables de trouver la soluibmale ou, le cas échéant, de prouver I'absence de solution
en revanche, le temps de résolution dépend de I'efficacitéeddniques d’élagage et des heuristiques considérées, et
exponentiel dans le pire des cas.

Un point clé de ces approches réside dans la facon de seut®msemble des configurations, I'objectif étant de pou-
voir éliminer des sous-ensembles de configurations de fgtaale, sans avoir a examiner les configurations qu’ils
contiennent une par une.

Structuration en arbre.  Pour explorer I'ensemble des configurations, on peut le uld=oen sous-ensembles de plus
en plus petits. On construit pour cela un « arbre de recherdaent la racine correspond a I'ensemble de toutes les
configurations a examiner et dont les nceuds correspondestsods-ensembles de configurations de plus en plus petits
au fur et & mesure que I'on descend dans I'arbre. Plus préeis les sous-ensembles de configurations associés aux
fils d’un noeud constituent une partition de I'ensemble dedigorations associées au nceud. Cet arbre est généralement
construit selon une stratégie par « séparation et évatuat{g branch and bound »), en partant de la racine et en itérant
sur les opérations suivantes :

— sélectionner une feuille de I'arbre selon une heuristitpisélection donnée (e.g., choisir la derniére feuilleecpsur
une exploration « en profondeur d’abord », ou choisir lalfeda plus « prometteuse » pour une exploration « du
meilleur d’abord ») ;

— séparer (partitionner) I'ensemble des configurationsa@ésa une feuille sélectionnée en plusieurs sous-ensemble
(e.g., partitionner 'ensemble des configurations en dutarsous-ensembles qu’il y a de valeurs possibles pour une
variable) ;

— évaluer le sous-ensemble de configurations associé a ud rede de déterminer s'il peut contenir une solution (alique
cas le nceud correspondant devra étre développé ultérientgmu s'il ne contient assurément aucune solution (duque
cas le nceud correspondant peut étre « élagué »).

La fonction d’évaluation est déterminante pour la via®itiie I'approche en pratique : cette fonction doit pouvoiedét

miner efficacement (i.e., plus rapidement qu’en énumémres les configurations de I'ensemble) qu’'un ensemble de

configurations ne peut pas contenir de solution.

Pour les problémes d’optimisation, la fonction d’évalaatietourne une estimation du co(t de la meilleure solut®n d
I'ensemble de sorte que si cette estimation est moins bonedagmeilleure solution trouvée jusqu’ici, alors on peut
couper le nceud correspondant. Cette estimation du coléaétajlement obtenue en relachant certaines contraintes du
probléme de sorte que le probléme « affaibli » ne soit plushioatoire et puisse étre évalué en temps polynomial. Par
exemple, pour résoudre un probléme linéaire en nombrearsiftionsistant a trouver les valeurs entiéres a affectar a u
ensemble de variables de décision optimisant une fonchygatof linéaire et satisfaisant un certain nombre de contes
linéaires) selon une stratégie par « séparation et évaiuation estime généralement le colt d'un nceud de I'arbre de
recherche en relachant les contraintes d'intégralitéesvariables, le probléme sur les réels pouvant étre résdengs
faiblement polynomial [Chv83].

Pour les problemes de décision, la fonction d’évaluatioh&oe capable de détecter le fait qu’'un ensemble ne cdntien
pas de configuration solution. Cette évaluation est souséalisée en « filtrant » I'ensemble des configurations, i.e.,
en éliminant des parties dont on infére qu’elles ne peuvastgontenir de solution. Ainsi, une stratégie classique pou
résoudre des problémes de satisfaction de contraintesstm@sexploiter (« propager ») les contraintes du probleme
pour éliminer du domaine des variables les valeurs violesitcbntraintes, filtrant ainsi 'ensemble des configuration
candidates. Le résultat de cette étape de filtrage vérifiérglament une certaine consistance partielle, e.g., lsistance

de noeud, d’arc ou de chemin [Tsa93]. L'intégration de celsrigjues de propagation de contraintes filtrant les dorsaine
des variables al'intérieur d’'une exploration arboresgest a la base de nombreux « solveurs » de contraintes @gjrdst
dans des langages de programmation, constituent le paradig la « programmation par contraintes » [Fag96, MS98].

Structuration en treillis. Lorsque les configurations a explorer sont des sous-enssndhin ensemble donné, on
peut structurer 'ensemble des configurations en un seslliadopter une stratégie d’exploration par niveaux (legel
search) [MT97]. Un exemple célebre est I'algorithme « amprdAS94] utilisé pour calculer des ensembles fréquents
maximaux ; ce principe peut également étre utilisé pour ggréutes les solutions d’un probléme de satisfaction de
contraintes [Fre78].

De fagon assez générale, cette stratégie d’exploratiomgiede trouver parmi un ensemble initial d’objets tous les



plus grands sous-ensembles satisfaisant certaines icdesrachaque niveaudu treillis contient 'ensemble des sous-
ensembles comportanhéléments; le treillis est construit en partant du niveaet en construisant chaque niveaupartir

du niveau; — 1. Comme pour les approches par séparation et évaluatidiicd@té de I'approche en pratique dépend
de la capacité a élaguer le treillis, et de la possibilitéiliser activement les contraintes du probléme pour examm
moins de configurations possible [BJO5]. En particulies, dentraintes anti-monotones (telles que lorsqu’un enk=mb
vérifie les contraintes, alors tous ses sous-ensembleéiifient aussi) permettent d’élaguer de fagon drastiqueiktis,

et de traiter de trés gros volumes de données en pratique.

3.2 Approches incomplétes

Les approches complétes permettent de résoudre en prdéquanbreux probléemes combinatoires, comme en témoigne
le succeés industriel de la programmation par contraintepe@dant, les techniques d'élagage ne permettent pas tou-
jours de réduire suffisamment la combinatoire, et certaimsances de problemes ne peuvent étre résolues en un temps
acceptable par ces approches exhaustives.

Une alternative consiste alors a explorer 'ensemble deSgurations de fagon opportuniste, en utilisant des heguiss

pour se guider vers les zones de I'espace des configuratiwssioblent plus prometteuses. Ces approches sont incom-
plétes dans le sens ou elles n'explorent délibérément guantie de I'espace des configurations. Par conséquest, ell
peuvent ne pas trouver la solution optimale dans certag®tancore moins prouver I'optimalité des solutions témsy,

en contrepartie, le temps de résolution est généralemibtgrfzent polynomial.

On distingue essentiellement deux types d’approchessteures :

— Les approches par voisinage explorent I'espace des coafiigius en le structurant en termes de voisinage ; ces ap-
proches sont qualifiées de « instance-based » dans [ZBME0w] lé sens ou les nouvelles configurations sont créées
a partir de configurations existantes.

— Les approches constructives générent de nouvelles coatiigius de fagon incrémentale en ajoutant itérativement de
composants de solution aux configurations en cours de cutisin ; ces approches sont qualifiées de « model-based »
dans [ZBMDO04] dans le sens ou elles utilisent un modéle, igdadent basé sur un mécanisme stochastique adaptatif,
pour construire les configurations.

Approches par voisinage. L'idée est de structurer I'ensemble des configurations endede voisinage, et d’explorer

cet ensemble en partant d’'une ou plusieurs configuratiatisl@s et en choisissant a chaque itération une ou plusieur
configurations voisines de une ou plusieurs configurationsantes. Les approches par voisinage les plus connues sont
les algorithmes génétiques et la recherche locale.

Dans le cas des algorithmes génétiques [Hol75], on géné&rpapulation initiale de configurations que I'on fait évalue
en créant a chaque génération de nouvelles configuratiomstia ge la population de configurations courante. Pour
ces algorithmes, les opérateurs de voisinage sont gém@alde croisement —qui permet de générer deux nouvelles
configurations en combinant les composants de deux confiignsalonnées— et la mutation —qui permet de générer une
nouvelle configuration en modifiant aléatoirement quelgquaesposants d’une configuration donnée. Il existe diffé@ent
variantes dépendant notamment de la politique de séletti®nonfigurations a croiser et de la politique de remplaneme

Dans le cas de la recherche locale, on génére une configuraiii@le, et I'on explore ensuite I'espace des configu-
rations de proche en proche en sélectionnant a chaqueatérate configuration voisine de la configuration courante,
I'opérateur de voisinage consistant généralement en urificadion « élémentaire » de la configuration courante. Il
existe différentes variantes dépendant de la politiqueéiecson de la prochaine configuration parmi I'ensemble des
configurations voisines. On peut par exemple sélectionméague itération le meilleur voisin [SLM92], i.e., celuiiqu
ameéliore le plus la fonction objectif, ou bien le premiersmitrouvé qui améliore la fonction objectif. De telles stgies

« gloutonnes » risquent fort d’étre rapidement piégées daaptima locaux, i.e., sur des configurations dont tous les
voisins sont moins bons. Pour s'échapper de ces optimaxpocaupeut considérer différentes méta-heuristiques, e.g.
pour n'en citer que quelques unes : le recuit simulé [AK89]ui-autorise de sélectionner des voisins de moins bonne
qualité selon une probabilité qui décroit avec le temps—etdherche taboue [GL93] —qui empéche de boucler sur un
petit nombre de configurations autour des optima locaux anamiéant les derniers mouvements effectués dans une liste
taboue et en interdisant les mouvements inverses a cegdemouvements— ou encore la recherche a voisinage va-
riable [MH97] —qui change d’opérateur de voisinage lorslguesonfiguration courante est un optimum local par rapport
au voisinage courant. Notons également que ce processesluerche locale peut étre répété plusieurs fois a partir de



configurations initiales différentes, comme par exemplesdapproche « iterated local search » [LMS02] ou plusieurs
recherches locales sont effectuées en séquence, la cditfigimitiale de chaque recherche locale étant une pertiorba
de la configuration finale de la recherche locale précédente.

Approches constructives. Lidée est de construire une ou plusieurs configurationaderfincrémentale, i.e., en partant

d’une configuration « vide », et en ajoutant des composantsigguration jusqu’a obtenir une configuration compléte.
Les composants de configuration a ajouter a la configuratiocoers de construction sont choisis en fonction d'une
heuristique qui estime localement la qualité de ce compoBaxiste différentes stratégies pour choisir les conamts

a ajouter a chaque itération en fonction de I'heuristigas,dlus connues étant les stratégies gloutonnes et glasgonn
aléatoires, la méta-heuristique d’optimisation par c@sile fourmis et les algorithmes par estimation de digiobu

Les algorithmes gloutons (greedy) construisent une corgtgun en choisissant a chaque itération un composant de sol
tion pour lequel I'heuristique est maximale. Ces algorigisrpermettent de construire des configurations trés rajgiaem
les choix effectués n’étant jamais remis en cause. La @udditla configuration construite dépend de I'heuristique.

Les algorithmes gloutons aléatoires (greedy randomized$teuisent plusieurs configurations et adoptent égalemen
une stratégie gloutonne pour le choix des composants aeajauk configurations en cours de construction, mais ils
introduisent un peu d’'aléatoire afin de diversifier les canfigjons construites. On peut par exemple choisir aléatwnt

le prochain composant parmi lésmeilleurs ou bien parmi ceux qui sont a moinsadpour cent du meilleur composant
[FR89]. Une autre possibilité consiste a choisir le prostltaimposant en fonction de probabilités dépendant de laéual
des différents composants [JS01].

Les algorithmes a base de fourmis —dont le principe génétahaé naissance a la méta-heuristique d’optimisation par
colonies de fourmis ACO [DD99, DCG99, DS04]— construisegelément des configurations de fagon incrémentale,
mais choisissent le prochain composant en fonction d'ugke rée transition probabiliste qui dépend généralement de
deux facteurs : un facteur heuristique —similaire a celilisét par les algorithmes gloutons aléatoires— et un facteu
phéromonal —fonction des « traces de phéromone » déposidess du composant. Ces traces de phéromone représentent
I'expérience passée de la colonie de fourmis concernaidix cle ce composant et sont régulierement mises-a-jour en
fonction des derniéres configurations calculées. Cettélléadialgorithmes est plus détaillée dans la section 4 de ce
document.

Les algorithmes par estimation de distribution EDA [LLOAhf évoluer une population de configuratidngt un modele
probabiliste de génération de configuratiddsen itérant sur les trois étapes suivantes : (1) construdfiomensemble

de configurationss' a partir du modele probabiliste courahf, (2) mise-a-jour de la populatioR en remplacant les
moins bonnes configurations depar les meilleures configurations de (3) mise-a-jour du modéle probabilisté en
fonction deP. Différents types de modeéles probabilistes, plus ou mamples, peuvent étre utilisés pour construire les
configurations, e.g., PBIL [Bal94] —qui se base sur la prditéld’apparition de chaque composant sans tenir compte
d’éventuelles relations de dépendances entre les contgesau BOA [PGCP99] —qui utilise un réseau bayésien ou les
relations de dépendance entre composants sont représpatédes arcs d’'un graphe auxquels est associée une distnibu
de probabilités conditionnelles.

Il existe un paralléle assez fort entre ACO et EDA [ZBMDO04gsaeux approches utilisent un modéle probabiliste pour
générer les configurations, ce modéle évoluant en foncésmdnfigurations construites dans un processus itératfx d
prentissage ». Ces algorithmes peuvent étre qualifiés ldiaonistes dans le sens ou le modéle probabiliste géhi&sman
configurations évolue au cours du temps.

Intensification versus diversification de la recherche. Pour ces différentes approches heuristiques, explomespdce

des configurations de fagon opportuniste, un point critidales la mise au point de I'algorithme consiste a trouver un

compromis entre deux tendances duales :

— il s’agit d’'une part d’intensifier I'effort de recherchersdes zones les plus « prometteuses » de I'espace des canfigur
tions, i.e., aux alentours des meilleures configurations/tes ;

— il s’agit par ailleurs de diversifier I'effort de recheratefagon a étre capable de découvrir de nouvelles zonegweorite
(potentiellement) de meilleures solutions.

La facon d'intensifier/diversifier I'effort de recherchepaééd de I'approche considérée et se fait en modifiant cerfein

ramétres de I'algorithme. Pour les approches par voisidagtensification de la recherche se fait en favorisantplera-

tion des « meilleurs » voisins. Par exemple, pour les algmés génétiques, on augmente la probabilité de croiseraent d



meilleures configurations de la population et/ou on dimilaugrobabilité de mutation ; pour la recherche locale taboue
on diminue la longueur de la liste taboue ; pour le recuit #man diminue la température pour diminuer la probabiléé d
choisir des « mauvais » voisins. Pour les approches parroetisn, I'intensification de la recherche se fait en augraen

la probabilité de choisir les « meilleurs » composants det&nl. Par exemple, pour les algorithmes gloutons alésgoir
on augmente la probabilité de choisir les meilleurs compissde solution en diminuant le nombr®u le ratioa ; pour

la méta-heuristique ACO, on augmente la probabilité desthieis composants de solution ayant appartenu aux meslleur
configurations trouvées en augmentant I'influence de lagshéne. Une étude de I'influence des différents parameétres
d’un algorithme ACO sur l'intensification/diversificati@st développée en section 4.4 de ce document.

En général, plus on intensifie la recherche d'un algorithmgrecitant a explorer les configurations proches des reeits
configurations trouvées, et plus il « converge » rapidentemiyant de meilleures solutions plus tdét. Cependantpsi I
intensifie trop la recherche, I'algorithme risque fort detagser » autour d’optima locaux, concentrant son effort de
recherche sur une petite zone autour d’'une assez bonneuratifign, sans plus étre capable de découvrir de nouvelles
configurations. Notons ici que le bon équilibre entre infgregion et diversification dépend clairement du temps deuta
dont on dispose pour résoudre le probléme : plus ce temp®tsepplus on a intéret a favoriser I'intensification pour
converger rapidement, quitte a converger vers des confignsade moins bonne qualité.

Le bon équilibre entre intensification et diversificatiope@d également de I'instance a résoudre, ou plus partiemiient

de la topologie de son paysage de recherche. En partiquilisrja corrélation entre la qualité d’une configurationaet s
distance a la solution optimale est forte et plus on a ingiatensifier la recherche. Différentes approches ont mé®po
d’adapter dynamiquement le paramétrage au cours de lautigsnplen fonction de l'instance a résoudre. Par exemple,
I'approche taboue réactive de [BP01] ajuste automatigmétadongueur de la liste taboue, tandis que I'approchddoca
de [NTGO04] adapte automatiquement le nombre de voisinsg@érEs a chaque mouvement.

3.3 ... etles autres approches

Cette présentation des approches pour la résolution peatiq probléemes combinatoires n’est certainement pas sxhau
tive, cette classe de problémes ayant stimulé I'imaginatian trés grand nombre de chercheurs. En particulier, las¢ ¢
sification » proposée —distinguant approches compléteseniplétes, structuration en arbre et en treillis, expiona

par voisinage et par construction— n’est clairement pasuske@, et de nombreuses approches hybrides ont été pro-
posées, combinant les principes de plusieurs approchegipaner naissance a de nouveaux algorithmes. On peut par
exemple combiner approches complétes et recherche laitd0@,[PV04, EGNO5], algorithmes génétiques et recherche
locale [M0s89], approches constructives et recherchdddP&02].

Une alternative aux approches complétes et incompléteslagésolution de problémes d’optimisation combinatoire,
consiste a résoudre le probléme en s’autorisant délibérénme marge d’erreur. En particulier, les algorithmes ge «
approximation » [Shm95] sont des algorithmes de compl@datgnomiale qui calculent une configuration dont la qualité
par rapport a la qualité de la configuration optimale est @enparp. Les problemes d’optimisatiaVP-difficiles ne
sont pas tous équivalents en termes d »'approximabilitéestains comme le probleme du « bin-packing » peuvent étre
approximés avec un factegrguelconque, la complexité en temps de I'algorithme d’apipnation augmentant lorsque

le facteur d’erreur diminue ; d’autres comme le problémeadgijue maximum ne peuvent pas étre approximeés avec un
facteur constant, ni méme polynomial (a moins Gue- N'P).

4 Optimisation par colonies de fourmis

4.1 Des fourmis naturelles a la méta-heuristique d’optimiation par colonies de fourmis

Les fourmis sont capables de résoudre collectivement desigmes complexes, comme trouver le plus court chemin
entre deux points dans un environnement accidenté. Payradlels communiquent entre elles de facon locale et indiyec
grace a une hormone volatile, appelée phéromone : au cosesptegression, une fourmi laisse derriére elle une trace de
phéromone qui augmente la probabilité que d’autres foupemsant a proximité choisissent le méme chemin [DAGP90,
DSO04].

Ce mécanisme de résolution collective de problémes estigitie des algorithmes a base de fourmis artificielles. Ces
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Procédure MAX — MZN Ant System
Initialiser les traces de phéromone, 3.,
Répéter
Chaque fourmi construit une solution en exploitant lesdsate phéromone
Optionnellement : améliorer les solutions construitesrpaherche locale
Evaporer les traces de phéromone en les multipliant paraiedfade persistange
Récompenser les meilleures solutions en ajoutant de laptagre sur leurs composants phéromonaux
si une trace de phéromone est inférieurg,a, alors la mettre ar,,;,
si une trace de phéromone est supérieurg & alors la mettre ar,, 4,
Jusqu’a ce qu’un nombre maximal de cycles soit attentune solution de qualité acceptable ait été trouvée
retourner la meilleure solution trouvée

FiG. 1 — Cadre algorithmique général dd AX — MZN Ant System

algorithmes ont été initialement proposés dans [Dor92, BB]Ccomme une approche multi-agents pour résoudre des
problémes d’optimisation combinatoire. L'idée est de éspnter le probléme a résoudre sous la forme de la recherche
d’'un meilleur chemin dans un graphe, appelé graphe de cmtistn, puis d'utiliser des fourmis artificielles pour re-
chercher de bons chemins dans ce graphe. Le comportemefdwtess artificielles est inspiré des fourmis réelles :
elles déposent des traces de phéromone sur les composarapihe de construction et elles choisissent leurs chemins
relativement aux traces de phéromone précédemment dépassetraces sont évaporées au cours du temps.

Intuitivement, cette communication indirecte via I'emnnement —connue sous le nom de stigmergie— fournit une in-
formation sur la qualité des chemins empruntés afin d'até® fourmis et d’intensifier la recherche dans les itéretio
futures vers les zones correspondantes de I'espace degkeh€e mécanisme d’intensification est combiné a un mé-
canisme de diversification, essentiellement basé sur lasatéatoire des décisions prises par les fourmis, quingiara
une bonne exploration de I'espace de recherche. Le comgmmtiie intensification et diversification peut étre obtamu e
modifiant les valeurs des parameétres déterminant 'impogale la phéromone.

Les fourmis artificielles ont aussi d’autres caractérigi} qui ne trouvent pas leur équivalent dans la nature. Ein pa
culier, elles peuvent avoir une mémoire, qui leur permet aelgr une trace de leurs actions passées. Dans la plupart
des cas, les fourmis ne déposent une trace de phéromone&pi@amwir effectué un chemin complet, et non de fagon
incrémentale au fur et a mesure de leur progression. Enfjrolaabilité pour une fourmi artificielle de choisir un arc
ne dépend généralement pas uniquement des traces de phéronas aussi d’heuristiques dépendantes du probleme
permettant d’évaluer localement la qualité du chemin.

Ces caractéristiques du comportement des fourmis artiéisiééfinissent la « méta-heuristique d’optimisation pee co-
lonie de fourmis » ou « Ant Colony Optimization (ACO) metatistic » [DD99, DCG99, DS04]. Cette méta-heuristique
a permis de résoudre différents problémes d’optimisationkinatoire, comme par exemple le probléme du voyageur de
commerce [DG97], le probléme d’affectation quadratiqu&P@9] ou le probleme de routage de véhicules [BHS99].

4.2 Le MAX — MZN Ant System

Le premier algorithme a base de fourmis, appeléSystena été proposé par Marco Dorigo en 1992 [Dor92, DMC96], et
ses performances ont été initialement illustrées sur Ibl@noe du voyageur de commerce. Malgré des premiers résultat
encourageants, montrant que les performanceAndeSystensont comparables a celles d’autres approches « généra-
listes » comme les algorithmes génétiques, I'algoritimeSystenm’est pas compétitif avec des approches spécialisées,
développées spécialement pour le probléme du voyageumdmerce. Ainsi, différentes améliorations ont été appertée

a l'algorithme initial, donnant naissance a différentesarges deAnt Systemcomme par exemplACS (Ant Colony
Systen [DG97] et MMAS (MAX — MIN Ant System[SHOO] qui obtiennent en pratique des résultats vraiment
compétitifs, parfois meilleurs que les approches les péufopmantes.

De nombreux travaux sur I'optimisation par colonies de foisrse sont inspirés du schéma algorithmique\diM AS
décrit dans la figure 1. Conformément a la méta-heuristidhi® /a4 chaque cycle de I'algorithme chaque fourmi construit
une solution. Ces solutions peuvent éventuellement étddiamdes en appliquant une procédure de recherche locale.
Les traces de phéromone sont ensuite mises-a-jour : cheapeedst « évaporée » en la multipliant par un facteur de
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persistance compris entre 0 et 1; une certaine quantité de phéromonéraément proportionnelle a la qualité de
la solution, est ensuite ajoutée sur les composants dekeores solutions (les meilleures solutions construites dtw
dernier cycle ou les meilleures solutions construites tdpwdébut de I'exécution).

La construction d’une solution par une fourmi dépend deplimption considérée, mais suit toujours le méme schéma
général et se fait de facon incrémentale selon un princiqmgtgh probabiliste : partant d’'une solution initialemeiatey la
fourmi ajoute incrémentalement des composants de solcltioisis selon une régle de transition probabiliste. En gégné
cette régle de transition définit la probabilité de choisicomposant en fonction de deux facteurs : un facteur phéramo
—aqui traduit I'expérience passée de la colonie concerreohbix de ce composant— et un facteur heuristique —qui
évalue localement la qualité du composant. L'importanspeetive de ces deux facteurs dans la probabilité de ti@msit
est généralement modulée par deux parametres 3. Un exemple d’application de la méta-heuristique ACO a des
problémes de recherche de sous-ensembles optimaux ekigftéeen 4.3.

Une caractéristique essentielle 4 M AS est qu'il impose des bornes maximales et minimalgs, et 7,4, aux traces

de phéromone. L'objectif est d’éviter une stagnation prtmége de la recherche, i.e., une situation ou les tracesé@eph
mone sont tellement marquées que les fourmis construesemémes solutions a chaque itération et ne sont plus capable
de trouver de nouvelles solutions. En effet, en imposanbdeses sur les quantités maximales et minimales de phéro-
mone, on garantit que la différence relative entre deuwerae peut devenir trop importante, et donc que la probébilit
de choisir un sommet ne peut devenir trop petite. De plugrdegs de phéromone sont initialisées a la borne maximale
Tmae @U début de la résolution. Par conséquent, lors des preayieles de la recherche la différence relative entre deux
traces est modérée (aprisycles, cette différence est bornée par un ratipidell p est le facteur de persistance de la
phéromone et a une valeur généralement trés prochk de sorte que I'exploration est accentuée.

4.3 Exemple d’application d’ACO a des problemes de sélectinde sous-ensembles

Beaucoup de problémes résolus par la méta-heuristique ABQss probléemes d’ordonnancement qui se modélisent as-
sez naturellement sous la forme de recherche de meilleamsiok hamiltoniens dans un graphe —ou les fourmis doivent
visiter chaque sommet du graphe— e.qg., les problémes deygayale commerce [DMC96], d'affectation quadratique
[SHO0O0], de routage de véhicules [BHS99] ou d’ordonnancémeroitures [GPS03]. Pour résoudre de tels problemes de
recherche de meilleurs chemins hamiltoniens avec la n&agiique ACO, on associe généralement une trace de phé-
romoner(i, j) & chaque aréi, j) du graphe. Cette trace de phéromone représente I'expériknia colonie concernant
I'intéret de visiter le sommet juste aprés le sommeéf et elle est utilisée pour guider les fourmis dans leur plikese
construction de chemins.

Cependant, de nombreux problémes combinatoires se ratr@@aeprobléme de sélection plutdét que d’ordonnancement :
étant donné un ensemble d’objétsle but de ces problémes est de trouver un sous-ensemblediesatisfait certaines
propriétés et/ou optimise une fonction objectif donnéeudNappellerons ces problemes des problémes de sélection de
sous-ensembles, abrégé par SS-problémes. Quelques egertgdsiques de SS-problémes sont, par exemple, le pro-
bléme de la cligue maximum, le probléme du sac-a-dos mui&dsionnel, le probléeme de la satisfiabilité de formules
booléennes, et le probleme de satisfaction de contraintes.

Pour ces problémes, les solutions sont des sous-ensemdibgsts] et I'ordre dans lequel les objets sont sélectisnné
n'est pas significatif. Par conséquent, cela n'a pas beaudesens de les modéliser comme des problemes de recherche
de chemins et de déposer des traces de phéromone sur dessodeigbmmets visités consécutivement. Deux structures
phéromonales différentes peuvent étre considérées psauraée un SS-probléme a I'aide de la méta-heuristique ACO ;

— On peut associer une trace de phéromofig & chaque objet € S, de telle sorte que(i) représente I'expérience
passée de la colonie concernant I'intéret de sélectiormiget i. Cette structure phéromonale a été expérimentée sur
différents SS-probléemes, comme par exemple des problémsada-dos multidimensionnels [LM99], de recouvre-
ment d’ensembles [HRTBO0O], de satisfaction de contraifitB®5], de cliques maximums [SF06], d'appariement de
graphes [SSSGO06] et de recherche de k-arbres de poids nmm[Biu02].

— On peut associer une trace de phéromofiej) a chaque paire d'objets différents j) € S x S, de telle sorte
quer (i, j) représente I'expérience passée de la colonie concermatérét de sélectionner les objgtet j dans un
méme sous-ensemble. Cette structure phéromonale a étenespi€e sur différents SS-problémes : des problémes
de recherche de cliques maximums [FS03], de sac-a-dosdim#tisionnels [ASGO04], de satisfaction de contraintes
[Sol02], de recherche de k-arbres de poids minimum [Blu€@d’appariement de graphes [SSGO05].

On décrit ici ces différents algorithmes dans un cadre yrefién introduit donc un algorithme ACO générique pour les
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SS-problémes. Cet algorithme est paramétré d'une parépaakactéristiques du SS-probléme a résoudre, et d'artre p
par la structure phéromonale considérée —déterminans solemis déposent la phéromone sur des objets ou sur des
paires d'objets.

4.3.1 Problémes de sélection de sous-ensembles

Les problémes de sélection de sous-ensembles (SS-praf)lémtepour but de trouver un sous-ensemble consistant et

optimal d’objets. Plus formellement, un SS-probléeme eihdgar un triplet(S, Sconsistant, f) tel que

— S estun ensemble d'objets;

— Sconsistant € P(S) est 'ensemble de tous les sous-ensembleS dei sont consistants;
Afin de pouvoir construire chaque sous-ensembl& dg.is:an: de facon incrémentale (en partant de I'ensemble vide
et en ajoutant a chaque itération un objet choisi parmi €ettde des objets consistants avec I'ensemble en cours de
construction), on impose la contrainte suivante : pour okapus-ensemble consistant non vitles S.onsistant, I
doit exister au moins un objet € S’ tel queS’ — {o0;} est aussi consistant.

— [ Sconsistant — IR €st la fonction objectif qui associe un cofitS’) a chaque sous-ensemble d’objets consistant
S/ S Sconsistant-

Le but d’un SS-problemeS, Sconsistant, J) €St de trouveb™ € S.onsistant t€l quef(S*) soit maximal.

On décrit ci-dessous deux problémes combinatoires selfralisme(S, S.onsistant, f ) ; ON trouvera dans [SBO6] une
description plus compléte de problémes combinatoiresmisldormalisme.

Le probléme de la clique maximum a pour but de trouver le plus grand sous-ensemble de somoreiectés deux a

deux dans un graphe :

— S contient 'ensemble des sommets du graphe;

— Sconsistant CONtient toutes les cliques du graphe, i.e., tout ensesibie S tel que chaque paire de sommets distincts
de S’ soit connectée par une aréte du graphe;

— f estlafonction cardinalité.

Les problemes de satisfaction maximale de contraintes (Mag€SP) ont pour but de trouver une affectation de valeurs
a des variables qui satisfait un maximum de contraintes, i.e

— S contient chaque étiquette;, v;) associant une variabl€; a une valeup, appartenant au domaine &g ;

— Sconsistant CONtieNt tous les sous-ensemblesSdgui n'ont pas deux étiquettes différentes pour une mémabiii.e.,

Sconsistant = 15" C S | V((X;,v:), (Xj,v5)) € S’ x 8" X; = X; = v; =v;}

— f évalue le nombre de contraintes satisfaites, ¥8!, € S onsistant, f(S’) €st le nombre de contraintes telles que
chaque variable impliquée dans la contrainte est affectéeedvaleur par une étiquette @2 et la contrainte est
satisfaite par cette affectation.

4.3.2 Un algorithme ACO générique pour les problemes de séiton de sous-ensembles

L'algorithme ACO générique, appefnt-SSest paramétré par :
— le SS-probleme a résoudre, décrit par un triptS.onsistant, ) ;
une instanciation de cet algorithme pour résoudre un pnoblde recherche de clique maximum est décrite en 4.3.4.
— une stratégie phéromonale qui détermine I'ensemble depasants phéromonaux sur lesquels les fourmis déposent
des traces de phéromone, et la fagon d’exploiter et de regrfoes traces;;
deux stratégies phéromonales différentes sont décrités3eh
— un ensemble de paramétres numériques, dont le role ¢igllisation sont discutés en 4.4.
L'algorithme suit le cadre algorithmique général 84X — MZAN Ant Systemappelé dans la figure 1, et nous décri-
vons dans les deux paragraphes suivants la procéduréeiila les fourmis pour construire une solution et la proegdu
de dépdt de phéromone.
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Procédureconstruire-sous-ensemble

Entrée : un SS-problémes, Sconsistant, f) €t Une fonction heuristique associgg..or : S x P(S) — R*;
une stratégie phéromonale et un facteur phéromonal asgggig : S x P(S) — R*;
deux parameétres a valeurs numériquest 5

Sortie : un sous-ensemble consistant d’objétss S.onsistant

Choisir aléatoirement le premier objgte S
Sk — {01}
Candidats < {0; € S| Sk U{0;} € Sconsistant }
Tant que Candidats # () faire
Choisir un objeb; € Candidats avec la probabilité

Do, = [Tactor (04,Sk)]* “[factor (04, Sk)]?
i Zoj € Candidats [Tractor (055SK)]% [Nfactor (05,Sk)]P

Sk — S U {Ol}

Enlevero; de Candidats

Enlever deCandidats chaque objeb; tel queSy, U {0;} & Sconsistant
0. Fin tant que

BOooN o garwdE

FiG. 2 — Algorithme de construction d’un sous-ensembpar une fourmi

Construction d’une solution par une fourmi. La figure 2 décrit la procédure suivie par les fourmis pourstaire un
sous-ensemble. Le premier objet est choisi aléatoirentenbpjets suivants sont choisis au sein de I'ense@atalidats
—contenant I'ensemble des objets « consistants » par repffensemble des objets qui ont déja été sélectionnés par la
fourmi— en fonction d’une régle de transition probabilidédus précisément, la probabilitg, de sélectioner un objet

0; € Candidats pour une fourmi ayant déja sélectionné un sous-ensemble d'olsjet¥épend de deux facteurs :

— Lefacteur phéromonaty,...r(0:, Si) évalue I'expérience de la colonie en ce qui concerne I'ajeutobjeto; au sous-
ensembles;, sur la base des traces phéromonales qui ont été déposéédgmdnent sur les composants phéromonaux.
La définition de ce facteur dépend de la stratégie phérorapoainme décrit en 4.3.3.

— Le facteur heuristiquejy,cior (0;, Sk) évalue l'intéret de I'objeb; en fonction d’informations locales a la fourmi,
i.e., en fonction de la solution qu’elle a construite jusqusS;. La définition de ce facteur dépend du probleme
(87 Sconsistanta f)

Conformément a la méta-heuristique AGOet 5 sont deux parametres qui déterminent I'importance redate/ces deux

facteurs.

Une fois que chaque fourmi a construit une solution, ceemities solutions construites peuvent étre éventuellement
améliorées en utilisant une forme de recherche locale digpee du probléme : dans certains cas, la recherche lodale es
appliquée a toutes les solutions ; dans d’autres elle nfgsicauée qu’a la meilleure solution du cycle.

Dépot de phéromone. On adopte ici une stratégie élitiste, ot seulement les euedls fourmis du cycle, i.e., celles
ayant trouvé les meilleures solutions du cycle, déposeita gnéromone. La quantité de phéromone déposée par ces
meilleures fourmis dépend de la qualité des solutions seaint construites : elle est inversement proportionreelle
I'écart de qualité entre la solution construite et la mailéesolution construite depuis le début de I'exécui¥pp;. Plus
précisément, si 'ensemble des solutions construitesaerid dernier cycle edtSy, . . ., Snpants  alors la procédure de
dépbt de phéromone est la suivante ;

pour toute solutionS; € {S1, ..., Shpants | faire
SiVSk € {S1,. .., Snbants}, f(Si) > f(Sk) alors
pour chaque composant phéromonale S; faire

1
(6) = 7(0) + TeTopesTen
L'ensemble des composants phéromonaux associés a laosdytilépend de la stratégie phéromonale considérée et est
décriten 4.3.3.
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4.3.3 Instanciations de I'algorithme par rapport a deux statégies phéromonales

L'algorithme génériquént-SSest paramétré par une stratégie phéromonal et nous déenmvamtenant les deux ins-

tanciations de cet algorithmeAnt-SS(Vertex}—ou la phéromone est déposée sur les objetsAnetSS(Cliqgue}—ou la

phéromone est déposée sur des paires d’'objets. Pour chdegrs deux stratégies phéromonales, nous définissons :

— I'ensemble des composants phéromonaux associés a uroBIBme(S, Sconsistant, [ ), I.€., I'ensemble des compo-
sants sur lesquels des traces de phéromone peuvent étedépo

— I'ensemble des composants phéromonaux associés a utiersdly € Sconsistant, I-€., I'€nsemble des composants
phéromonaux sur lesquels de la phéromone est effectivadgposée lorsque la solutici est récompensée;

— le facteur phéromonais,.;.,(0:, Si) associé a un objet; et & une solution partiell§;,, facteur phéromonal qui est
utilisé dans la régle de transition probabiliste.

La stratégie phéromonale « Vertex ». Dans un algorithme ACO, les fourmis déposent de la phérorsonkes com-
posants des meilleures solutions construites afin d’atéseautres fourmis vers les zones correspondantes datesie
recherche. Pour les problémes de recherche de sous-eesgieblsolutions construites par les fourmis sont des sous-
ensembles d'objets, et I'ordre dans lequel les objets @érgélectionnés n’est pas significatif. Ainsi, une premitreégie
phéromonale pour ce type de problémes consiste a dépoderianpone sur les objets sélectionnés.

— L'ensemble des composants phéromonaux contient tousbjetsaleS. Intuitivement, la quantité de phéromone se
trouvant sur un composant phéromonale S —r(o;)— représente I'expérience passée de la colonie concernant
I'intéret de sélectionner I'objet; quand on construit une solution.

— L'ensemble des composants phéromonaux associés a utiersSlyest 'ensemble des objets € Sy.

— Le facteur phéromonal dans la régle de transition proiséditorrespond a la quantité de phéromone se trouvant sur
I'objet candidat, i.e.74ct0r (04, Sk) = T(0;).

La stratégie phéromonale « Clique ». La stratégie phéromonale précédente suppose implicitequena « désirabi-

lité » d’'un objet est relativement indépendante des objgjts s€lectionnés, ce qui n’est pas toujours le cas. Comsidér
par exemple un probléme de satisfaction de contraintegnant deux variablesety pouvant prendre pour valeGou 1,

de telle sorte que I'ensemble initial d’objefxcontient les étiquette;, 0), (x, 1), (y,0) et(y, 1). Supposons maintenant
gue ce probléme contient la contraintes yy. Dans ce cas, la « désirabilité » de sélectionner une étapetiry, a savoir
(y,0) ou (y, 1), dépend de I'étiquette déja sélectionnée poyet inversement). Ici, les traces de phéromone pourraient
étre utilisées pour « apprendre » e, 0), (y, 1)) et (({x, 1), (y,0)) sont des paires d’étiquettes qui vont bien ensemble
tandis qu€ (x, 0, (y,0)) et ({z, 1), (y, 1)) sont des paires d’'étiquettes qui sont moins intéressantes.

Ainsi, une seconde stratégie phéromonale pour les proklélmesélection de sous-ensembles consiste a déposer de la

phéromone sur des paires d’objets.

— L’ensemble des composants phéromonaux contient towggsalees d'objets différent®;, 0;) € S x S. Intuitive-
ment, la quantité de phéromone se trouvant sur un compoBériponalo;, 0;) € S x S —7(0;, 0;)— représente
I'expérience passée de la colonie concernant I'intéreétizgonner les objets; eto; dans une méme solution.

— L'ensemble des composants phéromonaux associés a utiersdy est 'ensemble des paires d'objets différents
(0i,05) € S x Sk. Autrement dit, la clique d’arétes associégaest récompensée.

— Le facteur phéromonal dans la régle de transition proisébitiépend de la quantité de phéromone se trouvant entre
I'objet candidab; et I'ensemble des objets déja sélectionnés danse.,

Tfactor(oiv Sk) = Z T(Oia Oj)

OjESk

Notons que ce facteur phéromonal peut étre calculé de fago@émentale : une fois que le premier ohjea été choisi
aléatoirement, pour chaque objet candigate facteur phéromona,.:o- (05, Si) est initialisé & (o;, 0;) ; ensuite, a
chaque fois qu’un nouvel objet est ajouté &/, pour chaque objet candiday, le facteur phéromonat,.:or (05, Sk)
est incrémenté de(o;, o;).

Comparaison des deux stratégies. Les deux stratégies phéromonales ont été introduites émtgmment d’'un graphe

de construction et du parcours d’une fourmi dans ce grapbes Nlustrons et comparons maintenant les deux stratégies
selon ce point de vue. Dans les deux cas, le graphe de caimtrast un graphe complet non-orienté associant un sommet
a chaque objet, et le résultat d’un parcours d’une fourmsaangraphe est I'ensemble des sommets par lesquels elle est
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Chemin de la fourmi Ant-SS(Vertex) Ant-SS(Clique)
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Fig. 3a. Fig. 3b.
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Fig. 3d. Fig. 3e.

FiG. 3 — Stratégies phéromonales

passée. La figure 3a représente un début de parcours powwmna ayant successivement sélectionné les sommets
et4. Dans la figure 3b et 3c, on représente en gras les composamtsmonaux respectivement considérés par la fourmi
dansAnt-SS(Vertex@t Ant-SS(Cliquepour définir sa probabilité de choisir I'objet alors que le facteur phéromonal dans
Ant-SS(Vertex)e dépend que de la quantité de phéromone se trouvant sumteetcandidat, le fateur phéromonal dans
Ant-SS(Cliquedlépend de toutes les traces de phéromone déposées enredaitidat et I'ensemble courant d’objets
sélectionnés.

La figure 3d représente ensuite le parcours complet d’'unerfioliensemble d’objets sélectionnés correspondanttétan
{1,2,4,5}. Dans les figures 3e et 3f, on représente en gras les comp@@romonaux sur lesquels la phéromone sera
respectivement déposée pamt-SS(Vertex@t Ant-SS(Clique)Notons que pouAnt-SS(Cliquejoutes les arétes appar-
tenant a la clique des sommets visités sont récompenséesneeulement celles qui ont été « traversées » lors de la
construction de la solution).

En termes de complexité algorithmiqumt-SS(Vertexgt Ant-SS(Cliquegxécutent a peu pres le méme nombre d’opé-
rations pour construire une solution (algorithme de la #g2). La seule différence réside dans le calcul des facteurs
phéromonaux et, comme nous 'avons souligné précédemuatemsAnt-SS(Clique)es facteurs phéromonaux peuvent
étre calculés de facon incrémentale : a chaque fois qu’uet @sit sélectionné le facteur phéromonal de chaque objet
candidat peut étre mis-a-jour par une simple addition, de spie les complexités en temps des deux instanciations son
les mémes (dans la mesure ou les objets appartenant a I'eleseandidatdoivent étre énumérés a chaque itération afin
de déterminer s'ils sont encore candidats a I'itératioxantie).

Cependant, pour mettre a jour les traces de phéromotsS(Vertexet Ant-SS(Cliquepe font pas le méme nombre
d’'opérations : danAnt-SS(Vertex)'étape d'évaporation est (| S |) et la recompense d'un sous-ensem$jleest en
O(| Sk |), tandis que dan&nt-SS(Clique)'étape d’évaporation est (| S |?) et la récompense d’un sous-ensemble
Sy estenO(| Sk |?).

4.3.4 Instanciation deAnt-SS pour résoudre le probléme de la clique maximum

Pour résoudre un probléme particulier de sélection de enasmbles ave&nt-SSil s'agit essentiellement de définir le
facteur heuristiqu@y,..or (0i, Sk ), qui évalue localement 'intéret de I'objet par rapport & la solution courantg et qui
est utilisé dans la régle de transition probabiliste. Opt&llement, une procédure de recherche locale peut étraedéfi
afin d’améliorer les solutions construites.

On illustre ici la généricité dént-SSa travers le probléme de la clique maximum. Différents edemg@’instanciations
d’Ant-SSoour la résolution d’autres SS-problémes peuvent étrevéodans [SBO6].

16



Facteur heuristique. Curieusement, pour le probléme de la clique maximum il feété qu'il est généralement preé-
férable de ne pas utiliser de fateur heuristique, g (0;, Si) = 1 de telle sorte que les fourmis choisissent les objets
sur la base du facteur phéromonal uniquement.

En effet, les heuristiques classiques pour ce problémeastensa favoriser les sommets ayant un degré important dans
le graphe « résiduel », i.e., le sous-graphe induit par #eride des sommets candidats, la motivation étant que plus le
sommet sélectionné a un degré important, plus il y aura ddidats pour entrer dans la clique a l'itération suivante.
Quand on n'utilise pas la phéromone (dans un algorithme dstaection incrémentale gloutonne classique par exemple)
cette heuristique permet clairement d’obtenir des cliqples grandes qu’un choix aléatoire [BP01]. Cependant, duan
on utilise un mécanisme de rétroaction phéromonal, on mibde plus grandes cliques en fin d’exécution lorsque 'on
n'utilise pas cette heuristique. De fait, des expérimématsur différentes instances de ce probléme nous ont énontr
que l'utilisation de I'heuristique a pour conséquence dtaenter trés fortement le taux de ré-échantillonnage,lee.
pourcentage de solutions qui sont re-calculées. Cela maopuie I'heuristique attire trop fortement la recherche auto
d’'un ensemble de cliques localement optimales, de sortdagrexherche n’est plus assez diversifiée pour trouver des
cliques plus grandes.

Recherche locale. Différentes procédures de recherche locale peuvent éasdegrées. Nous avons plus particuliere-
ment utilisé la procédure basée sur un échgge) utilisée danssRASHAPR99] : étant donnée une solution (clique)
Sk, chague mouvement consiste a rechercher trois objets (8t8)uy, o, et o, tels que ()o; € Si; (i) o; & Sk et

o € Sy ; et (iii) o; eto; sont adjacents a chaque sommesge- {o;}. On remplace alors; paro, eto;, augmentant ainsi
de un la taille de la cligue. Ces mouvements sont itérativemépétés jusqu’a obtenir une clique localement optimale,
i.e., ne pouvant plus étre améliorée par un tel échéage.

Cette procédure de recherche locale est appliquée surllauneiclique du cycle seulement. En effet, nous avons atést
gue si on I'applique a toutes les cliques construites pernigacycle, la qualité de la solution finale n’est pas vraiment
améliorée tandis que le temps d’exécution est significatam augmenté.

4.3.5 Résultats expérimentaux

Nous présentons ici quelques résultats expérimentauxgteemt de comparer les deux stratégies phéromonalestd8S
sur le probléme de la cligue maximum et les problémes ddaetiisn de contraintes.

Instances considérées. Pour le probleme de la clique maximum, on décrit les résuttbtenus sur six graphes de la
famille Cn.9 du challenge DIMACS Ces graphes ont respectivement 125, 250, 500, 1000 et 26@@ets, et leurs plus
grandes cliques connues ont respectivement 34, 44, 57, @Bsetmmets. Ce premier ensemble d’instances nous permet
notamment d'illustrer le passage a I'échelleAtd-SS

Pour les problémes de satisfaction de contraintes, ontdésrésultats obtenus sur quatre ensembles d’instannésaps
aléatoirement selon le modeéle A décrit dans [MPSW98]. Onarssidére ici que des instances satisfiables, dont on
sait qu’elles admettent une solution. Chacun des quatrengries contient vingt instances différentes, chacunetayan
100 variables, des domaines de taifleet une connectivité égale(al4 (i.e., la probabilitép; de poser une contrainte
entre deux variables est égalé® d4). Les quatre ensembles d’instances ont été générés avéedtes valeurs pour

la probabilitép, —déterminant la dureté de chaque contrainte en terme du neodebcouples de valeurs enlevés pour
chaque contrainte. Le but est d'illustrer le comportemenfdt-SSdans la région de la transition de phase. Ainsi, les
quatre ensembles d’instances ont été générés en fixaaspectivement@.2, 0.23, 0.26 et0.29 de telle sorte que le taux
de difficultéx soit respectivement égaliar4, 0.87, 1.00 et 1.14, la transition de phase étant située autour du point pour
lequelx = 1.

Conditions expérimentales. Pour toutes les instances, nous avons fixé le nombre de fenbAntsa 30, « al, p a
0.99 et7,,:,» 20.01. Pour les instances du probléme de la clique maximum, naussdixér,, ., a6 ets a0; pour les
instances du probléme de satisfaction de contraintes,avauss fixér,, ., a 4 et a10.

http ://dimacs.rutgers.edu/
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Probléme de la cligue maximum

Sans recherche locale Avec recherche locale
Graphe w(G) | Ant-SS(Vertex) Ant-SS(Clique)Ant-SS(Vertex) Ant-SS(Clique)
C125.9 34 34.0 (34) 34.0 (34 34.0 (34) 34.0 (34)
C250.9 44 43.9 (44) 44.0 (44 44.0 (44) 44.0 (44)
C500.9 > 57 55.2 (56) 55.6 (57 55.3 (56) 55.9 (57)
C1000.9 > 68 65.3 (67) 66.0 (67 65.7 (67) 66.2 (68)
C2000.9 > 78 73.4 (76) 74.1 (76 74.5 (77) 74.3 (78)

Problémes de satisfaction de contraintes

Sans recherche locale Avec recherche locale
Dt k | Ant-SS(Vertex) Ant-SS(Cliqup)Ant-SS(Vertex) Ant-SS(Clique)
0.20 0.74 100% 100% 100% 100%
0.23 0.87 45% 93% 91% 100%
0.26 1.00 89% 97% 99% 100%
0.29 1.14 100% 100% 100% 100%

TAB. 1 — Résultats expérimentaux : comparaison de la qualitéalaions. Chaque ligne donne la qualité des solutions
obtenues aveAnt-SS(Vertexg¢t Ant-SS(Cliqueg)sans recherche locale puis avec recherche locale. Pomoléeme de

la cliqgue maximum, on donne la taille moyenne des cliquesviées suivie entre parenthéses de la taille de la plus
grande clique trouvée pour les 50 exécutions; pour les pnobs de satisfaction de contraintes, on donne le pouraentag
d’exécutions qui ont trouvé une solution.

Pour les instances du probléme de la clique maximum, chagoeitame a été exécuté 50 fois sur chacune des six
instances; pour les instances du probléme de satisfaciéorpdtraintes, chaque algorithme a été exécuté 5 fois sur
chacune des vingt instances des quatre ensembles d’'iast@@cqui fait un total de cent exécutions par ensemble).

Toutes les exécutions ont été faites sur un Pentium 4 cade2Gélz.

Comparaison de la qualité des solutions. Les deux premiéres colonnes du tableau 1 donnent la quabtéalutions
trouvées paAnt-SS(Vertexgt Ant-SS(Cliquedorsque I'on n’utilise pas de recherche locale pour amétites solutions
construites par les fourmis. Sur les instances considéiésst-SS(Cliquegst généralement meilleur ghat-SS(Vertex)

les deux variantes sont capables de trouver les solutiotimalps aux instances « faciles » (i.e., le plus petit graphe
C125.9 pour la cligue maximum, et les instances suffisamgleignées de la région de la transition de phases pour les
problémes de satisfaction de contraintes). Cependant |@®instances plus difficiles (i.e., quand on augmenteille ta

du graphe pour la clique maximum, ou quand on se rapprocte rdgion de la transition de phases pour les problémes
de satisfaction de contraintegt-SS(Cliquepbtient toujours de meilleurs résultats qut-SS(Vertex)

Les deux derniéres colonnes du tableau 1 donnent la quastéalutions trouvées lorsque I'on applique une procédare d
recherche locale pour améliorer les solutions constrpéeses fourmis. On constate ici que I'intégration de la s¥che
locale dan#Ant-SSaméliore effectivement la qualité des solutions, pour Esxdtratégies phéromonales.

Comparaison du temps CPU. Le tableau 2 montre que le nombre de cycles —et par consétpémnps CPU—
nécessaires pour trouver la meilleure solution dépend dailla du probleme et de sa difficulté. Par exemp\at-
SS(Vertex) exécute respectivement 60, 359, 722, 1219 &dytles en moyenne pour résoudre les instances du probleme
de la clique maximum qui ont respectivement 125, 250, 50002 2000 sommets respectivement. De la méme facon,
pour les problémes de satisfaction de contraintes le nod@ogcles augmente lorsque I'on se rapproche de la région de
la transition de phases.

Ce tableau montre aussi qéat-SS(Vertex) converge en moins de cycles due-SS(Clique) pour les problémes de
cligues maximums tandis qu'il fait quasiment toujours pligscycles pour les problemes de satisfaction de contraintes
Cependant, comme un cycle dat-SS(Clique) est beaucoup plus long a exécuter qu'un deknt-SS(Vertex) Ant-
SS(Vertex) converge toujours plus rapidement ueSS(Clique).

Notons également que le nombre de cycles est toujours déngjnand la recherche locale est utilisée pour améliorer les
solutions construites par les fourmis. Cependant, comitie éape de recherche locale prend du temps, le temps CPU
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Probléme de la cligue maximum
Sans recherche locale Avec recherche locale

Ant-SS(Vertex)| Ant-SS(Clique)|| Ant-SS(Vertex)| Ant-SS(Clique)
Graphe | Cycles Tempsg Cycles Temps| Cycles Temps Cycles Temps
C125.9 60 0.1 126 0.2 14 0.0 23 0.0
C250.9 359 0.8 473 1.7 172 0.5 239 1.0
C500.9 722 3.8 923 8.9 477 4.6 671 8.6
C1000.9| 1219 13.2| 2359 55.0 832 23.4| 1242 49.8
C2000.9| 1770 41.3| 3268 214.4| 1427 112.4 2067 238.7
Problémes de satisfaction de contraintes

Sans recherche locale Avec recherche locale
Ant-SS(Vertex)| Ant-SS(Clique)|| Ant-SS(Vertex)| Ant-SS(Clique)
Dy Cycles Tempg Cycles Temps| Cycles Temps Cycles Temps
0.20 90 1.2 63 4.8 2 0.0 2 0.0
0.23 1084 19.5 849 78.2 472 30.8 230 31.6
0.26 1019 18.1 737 66.1 365 26.9 260 38.7
0.29 449 7.8 516 45.2 27 1.8 38 5.4

TAB. 2 — Résultats expérimentaux : comparaison du temps CPUWueHegne donne le nombre moyen de cycles et le
temps CPU (en secondes) utilisés pour trouver la meillenlcgtisn.

global n’est pas toujours diminué.

Temps CPU vs qualité de solution. Les tableaux 1 et 2 montrent que pour choisir eAtre SS(VertexgtAnt-SS(Clique)

il s’agit de prendre en compte le temps CPU disponible poprdeessus de résolution. En effApt-SS(Cliquelrouve
généralement de meilleures solutions éun-SS(Vertexd la fin de son processus de résolution, mais il est aussiqigs |

a converger. Par conséquent, si I'on doit trouver une soiutipidement, il vaut mieux utilisé&nt-SS(Vertexandis que

si I'on dispose de plus de temps, il vaut mieux utilidert-SS(Clique)Cela est illustré dans la figure 4 sur le probléme de
la recherche d’une cligue maximum pour le graf@®®0. 9. Cette figure trace I'évolution de la taille de la plus grande
clique trouvée (en moyenne sur 50 exécutions) en fonctidemips CPU. On constate sur cette figure que pour des temps
CPU inférieurs a 8 secondémit-SS(Vertexyouve de plus grandes cliques quet-SS(Cliquetandis que pour des temps
CPU plus importantdnt-SS(Cliquejrouve de plus grandes cliques qluet-SS(Vertex)

Cette figure compare aus&nt-SSavec une procédure de recherche locale « multi-start » éppellti-start LS Cette
procédure de recherche locale itére sur les deux étapeansesv: (1) construction aléatoire d’'une clique maximale, e
(2) amélioration de cette clique par la procédure de retteciacale décrite en 4.3.4. On remarque que pour des temps
CPU inférieurs a 1 secondmulti-start LStrouve de meilleures solutions qéet-SS En effet,Ant-SSprend du temps
pour gérer la phéromone (la déposer, I'exploiter et I'évapdandis que cette phéromone ne commence a influencer les
fourmis qu’apres quelques centaines de cycles. Par coastdut-SS(Vertexyesp.Ant-SS(Cliqué)devient meilleur que
multi-start LSseulement aprés une seconde (resp. cing secondes) de té@tdps C

Comparaison avec d’autres approches pour la résolution de §Ps. Le tableau 1 montre que pour les CSPs bi-
naires toutes les exécutions Aat-SS(Clique)lorsqu’il est combiné avec une procédure de recherchéeglooat réussi

a trouver une solution, méme pour les instances les plusitiffi On donne dans [VHS04] plus de résultats expérimen-
taux et on compare les performancesiad-SS(Cliqueavec celles d’un algorithme génétique —I'algorith@kass-Box
[Mar97] qui s’est avéré le plus performant dans I'étude carapive de [CEVO3]— et celles d’une approche compléte
—I'algorithme de [Pro93] qui combine un processus de vétifim en avant (forward checking) avec des techniques de
sauts en arriére dirigés par les conflits (conflict directeckhumping). On montre dans [vHS04] gaat-SS(Cliquegst
nettement meilleur quélass-Box—qui a beaucoup de mal a trouver des solutions pour les icessguroches de la tran-
sition de phases. On montre également que si I'approchelétergst plus rapide pour les petites instances (moins de 40
variables), ses temps d’exécution progressent de facamexypielle lorsque I'on augmente le nombre de variabledisan
que les temps d’exécution det-SS(Cliqueprogressent de facon polynomiale, de sorte oeSS(Cliquejlevient plus
rapide dés lors que le nombre de variables devient supéri¢dr

19



56

53

52

51 |

50 |

Size of largest cliques (average on 50 runs)

|-~ Ant-SS(clique)
Ant-SS(vertex) -------
Multi-start local sealrch ————————

48 - e - -
0.1 1 10

CPU time (seconds, logscale)

FiG. 4 — Comparaison des stratégies « clique » et « vertex » e¢girotédure de recherche locale « multi-start » : chaque
courbe trace I'évolution de la taille de la plus grande ditpouvée (en moyenne sur 50 exécutions) au cours du temps.

Ainsi, Ant-SS(Cliquegipparait comme une approche robuste pour résoudre les GBiebaléatoires dans le sens ou ses
taux de réussite sont trés proches de 100%, méme pour lasdestles plus difficiles. Notons cependant que si les temps
d’exécution deAnt-SS(Cliqueprogressent plus doucement que ceux des approches cosripisigue I'on augmente la
taille des instances, ils restent tout de méme assez élevéds tacon générale, ils sont plus importants que ceux des
approches par recherche locale taboue comme celle, e [GH$Y].

Comparaison avec d'autres approches pour la recherche deigues maximums. Pour les problémes de recherche
de cliqgues maximums, on compare dans [SF06] les perforrsatent-SSavec celles de trois approches parmi les plus
performantes : une approche taboue réactive [BP01], umeelppgloutonne adaptative [GLCO04] et une approche combi-
nant un algorithme génétique avec une procédure de rechieadle [Mar02]. On montre quent-SS(Cliquedbtient des
résultats trés compétitifs : il est clairement meilleur §approche génétique; il obtient des résultats compasadoleeux

de I'approche gloutonne adaptative —meilleurs sur cegginstances et moins bons sur d’autres—; il est Iégérement
moins bon que I'approche taboue réactive —qui est la medlapproche, a notre connaissance, pour ce probléme.

4.4 Intensification versus diversification de la recherchexeec ACO
4.4.1 Influence des paramétres sur le processus de résolutio

Le comportement des fourmis par rapport a la dualité infieasion/diversification introduite en 3.2 peut étre influéren
modifiant les valeurs des paramétres numériques. En piaatidas parameétres et p ont une influence prépondérante sur

le processus de résolution : la diversification peut étrem@tt@e soit en diminuant la valeur du poids du facteur phénain

« —de telle sorte que les fourmis deviennent moins sensibbefraces de phéromone et donc a I'expérience passée de la
colonie— soit en augmentant la valeur du taux de persistainéemmonale —de telle sorte que la phéromone s’évapore
plus doucement.

Quand on augmente les capacités d’exploration des fouergsttk fagon, I'algorithme trouve généralement de me#igu
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solutions, mais en contrepartie il met plus de temps pouvepces solutions. Ainsi, l'initialisation de ces deuxagar
meétres dépend essentiellement du temps dont on disposdap@solution : si le temps est limité, il vaut mieux choisir
des valeurs qui favorisent une convergence rapide, comrae{3,4} etp < 0.99; si en revanche le temps n’est pas
limité, il vaut mieux choisir des valeurs qui favorisentdf@oration, commex € {1,2} etp > 0.99.

Cette dualité a été observée sur de nombreux probléemessésac ACO. Nous l'illustrons dans la figure 5 sur I'instance
C500. 9 du probléme de recherche de cligues maximums (instand@esteent difficile, pour laquell&nt-SSa du mal

a trouver la clique maximum qui%’ sommets). Sur cette figure, on remarque qu’en début de t&sglaussi bien pour
Ant-SS(Cliquegjue pourAnt-SS(Vertex)es fourmis trouvent de meilleures solutions avec deswvaléex et p favorisant
I'intensification (comme par exempte = 2 etp = 0.98). En revanche, aprés un millier de cycles, les fourmis teotiv
de meilleures solutions avec des valeursadet p favorisant I'exploration (comme par exemple= 1 etp = 0.99).

On constate également que quand- 0 etp = 1, les meilleures cliques construites sont beaucoup plitgepetdans
ce cas, la phéromone est complétement ignorée et le precgssgsolution se comporte de fagcon purement aléatoire
de telle sorte qu’'apres quelques centaines de cyclesladailla meilleure clique n'augmente quasiment plus, eiratte
péniblementl8 sommets. L'écart entre cette courbe et les autres permatatgifier I'apport de la phéromone dans le
processus de résolution.

4.4.2 Evaluation de I'effort de diversification/intensifiation pendant une exécution

Pour évaluer le degré d'intensification de la recherche dar$'exécution d’'un algorithme ACO, on peut mesurer la
distribution des quantités de phéromone déposées surdbagde construction [DG97] : si lors du choix d’un composant
de solution, la majorité des candidats ont un facteur phénaftrés faible et seulement quelques candidats ont ueufact
phéromonal important, les fourmis choisiront quasimeuijaors les mémes composants, qui seront de nouveau resforcé
dans un processus auto-catalytique. Notons cependariirgreduction des bornes,,;,, €t 7,4, dansleMMAS permet

de limiter ce phénomeéne de stagnation.

Une autre possibilité pour évaluer le degré d'intensifaratie la recherche consiste a mesurer la diversité desauduti
calculées pendant une exécution. De nombreuses mesurasedgtd ont été introduites pour les approches évolution-
nistes car le maintien de la diversité dans la populationegtoint clé pour empécher une convergence prématurée de la
résolution. Les mesures de diversité les plus courantésisteimment le nombre de valeurs de « fithess » différentes, le
nombre d’individus structurellement différents, et lataiice moyenne entre les individus de la population [BGKO02].

Pour mesurer I'effort de diversification dans les algorigsrACO, on peut notamment utiliser deux indicateurs : le taux
de ré-échantillonnage et le taux de similarité.

Taux de ré-échantillonnage. Cette mesure a été utilisée, par exemple, dans [vHB02, vi1&fi de fournir des infor-
mations sur la capacité d’un algorithme heuristique a «rtilemner » I'espace de recherche : si on défiiDiff comme
étant le nombre de solutions différentes générées par onithigie pendant une de ses exécutionspdotcomme étant

le nombre total de solutions générées, alors le taux deh@néitionnage est défini pgnbTot - nbDiff /nbTot Un taux
proche de td correspond a une recherche « efficace », i.e., les solut@mér§es sont généralement différentes les unes
des autres, tandis qu’un taux procheldadique une stagnation du processus de recherche autaupdtit nombre de
solutions qui sont reconstruites régulierement.

Le tableau 3 donne un apercu des performancésitkSn termes de ré-échantillonnage. On constatetauieS S (Vertex)

est moins « efficace » qunt-SS(Cliquejpour explorer I'espace de recherche car il reconstruiteptges cliques qu'il
avait déja construites auparavant. Par exemple, quand em:fix1 et p a 0.99, 7% des cliques construites pAnt-
SS(Vertexpendant les mille premiers cycles avaient déja été cotestraivant. Ce taux de ré-échantillonnage augmente
ensuite trés rapidement pour atteindre 48% au bodt@e cycles, i.e., prés de la moitié des cliques construitesatai
déja été construites auparavant. En comparasoiRSS(Cliquehe recalcule quasiment jamais deux fois une méme clique
de sorte qu'il explore effectivement deux fois plus d'étdss I'espace de recherche.

Taux de similarité. Le taux de ré-échantillonnage nous permet de quantifieillade 'espace exploré, et nous montre
par exemple quént-SS(Cliqueq une plus grande capacité d’exploration gue-SS(Vertexpour I'instanceC500. 9 du
probléme de la clique maximum. Cependant, le taux de répéilbanage ne donne aucune information sur la distribbutio
des états explorés dans I'espace de recherche. De faiteaherche purement aléatoire ne recalcule quasiment jamais
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FiG. 5 — Influence de la phéromone sur le processus de résolwgiantedSS(Cliquejcourbes du haut) éint-SS(Vertex)
(courbes du bas) pour le probléme de la recherche d’'uneectitaximum dans le grapl@00. 9 : chaque courbe trace
I'évolution de la taille de la meilleure clique construitedyenne sur 50 exécutions) quand le nombre de cycles augment
pour des valeurs donnéesdet p. Les autres parametres ont été fixédadnts = 30, 75, = 0.01, €174 = 6.
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Taux de ré-échantillonnage dat-SS(Clique)
Nombre de cycles| 500 | 1000 | 1500 | 2000 | 2500
a=1,p=0.995 0.00| 0.00| 0.00| 0.00| 0.00
a=1,p=0.99 0.00| 0.00| 0.00| 0.00| 0.00
a=2,p=0.99 0.00| 0.04| 0.06| 0.07| 0.07
a=2,p=0.98 0.06| 0.10| 0.12| 0.13| 0.13

Taux de ré-échantillonnage dat-SS(Vertex)
Nombre de cycles| 500 | 1000| 1500 | 2000 | 2500
a=1,p=0.995 | 0.00| 0.00| 0.02| 0.13| 0.25
a=1,p=0.99 0.00| 0.07| 0.26| 0.39| 0.48
a=2,p=0.99 0.38| 0.68| 0.78| 0.84| 0.87
a=2,p=0.98 0.58| 0.78| 0.85| 0.88| 0.91

TAB. 3 — Evolution du taux de ré-échantillonnage Alet-SS(Cliquept Ant-SS(Vertexpour le probléme de recherche
d’'une cligue maximum dans le grap@800. 9. Chaqgue ligne donne successivement les valeutsete, et les taux de
ré-échantillonnage apré80, 1000, 1500, 2000, et 2500 cycles (en moyenne sur 50 exécutions). Les autres paraneétre
ont été fixés abAnts = 30, Trmin = 0.01, Traz = 6.

deux fois la méme solution mais, comme elle n’intensifie pasplus la recherche autour des zones les plus prometteuses,
elle n'est généralement pas capable de trouver de bonnasossl Afin de fournir une vue complémentaire sur les
capacités des algorithmes ACO en termes de diversificatiomtensification, on peut également calculer le taux de
similarité qui quantifie le degré de similarité des solusi@onstruites, i.e., d'intensification de la recherche.dl de
similarité correspond & la « pair-wise population divgreieasure » introduite pour les algorithmes génétiques,dags
[SBCO1, MJO1].

De fagon générale, le taux de similarité d’une suite de gwiatS correspond au ratio entre la taille moyenne de l'inter-
section de chaque paire de solutions$par rapport a la taille moyenne des solutionsSdéJn taux de similarité égal
a1 correspond a une suite de solutions toutes identiquesstgiclin taux de similarité & correspond a une suite dont
toutes les paires de solutions ont une intersection vide.

La figure 6 trace I'évolution du taux de similarité de I'end#endes cliques construites tous les 50 cycles, et montsg ain
I'évolution de la répartition de I'ensemble des cliquescaes au sein de I'espace des cliques, pour le probleme de la
recherche d’une cligue maximum dans le gra@b80. 9. Considérons par exemple la courbe tragant I'évolutioradn t

de similarité pouAnt-SS(Cliquelorsquea = 1 etp = 0.99. La similarité passe de moins de 10% au début du processus
de résolution a 45% aprés un millier de cycles. Cela montedegifourmis se focalisent progressivement sur une partie
de I'espace de recherche, de telle sorte que deux cliquetradas aprés 1000 cycles partagent prés de la moitié de leu
sommets en moyenne. Si I'on ajoute a cela le fait que le taug-@ehantillonnage est nul, on peut conclure que dans ce
casAnt-SS(Cliquea trouvé un bon compromis entre la diversification —étaninéagu’il ne recalcule jamais deux fois
une méme solution— et I'intensification —étant donné quénfalarité des solutions calculées augmente.

Les courbes de la figure 6 nous montrent également que lotssgugmente oy diminue, le taux de similarité augmente

a la fois plus tét et plus fortement. Cependant, a la fois pirSS(Cliquept Ant-SS(Vertex)e taux de similarité des
différentes exécutions converge en fin de résolution vees@me valeur, quelles que soient les valeurs dep : apres
deux mille cycles, les cliques calculées part-SS(Cliquepartagent environ 45% de leurs sommets tandis que celles
calculées paAnt-SS(Vertex)artagent environ 90% de leurs sommets.

La différence de diversification enttat-SS(Cliquegt Ant-SS(Vertex)eut s’expliquer par les choix faits au sujet de leurs
composants phéromonaux. Considérons par exemple le prelué la recherche d’'une cliqgue maximum dans le graphe
C500. 9. Ce graphe &00 sommets de sorte quent-SS(Vertexpeut déposer de la phéromone $00 composants
phéromonaux tandis quent-SS(Cliquepeut en déposer sGf0 - 499/2 = 124750 composants. Considérons maintenant
les deux cliques qui sont récompensées a la fin des deux pseayieles d’une exécution dént-SS Pour les deux
algorithmesAnt-SS(Vertexgt Ant-SS(Clique)ces deux cliques contiennent 44 sommets en moyenne (viguiee 5)

et leur taux de similarité est inférieurl@% (voir la figure 6) de sorte qu’elles partagent en moyenne 4nsets. Sous
cette hypothése, aprés les deux premiers cyclés kS S(Vertex)t sommets —soit % des composants phéromonaux—
ont été récompensés deux fois,88t sommets —soit 6% des composants phéromonaux— ont été récompensés une
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FIG. 6 — Evolution du taux de similarité pont-SS(Cliquejcourbes du haut) &nt-SS(Vertex)courbes du bas) pour le
probléme de la recherche d’'une cliqgue maximum dans le gr@pf6. 9 : chaque courbe donne le taux de similarité de
I'ensemble des cliques construites tous les 50 cycles (gremmz sur 50 exécutions), pour différentes valeura éép.
Les autres parameétres ont été fixéshants = 30, T,in = 0.01, Typee = 6.
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fois. A titre de comparaison, et sous les mémes hypothégess s deux premiers cycles dat-SS(Clique)6 arétes
—soit moins ded.005% des composants phéromonaux— ont été récompensées deuatfpl§ arétes —soit moins
de 0.8% des composants phéromonaux— ont été récompensées unédlasisexplique pourquoi la recherche est plus
diversifiée ave@nt-SS(Cliqueju’avecAnt-SS(Vertexet également pourquint-SS(Cliquei besoin de plus de cycles
queAnt-SS(Vertex)our converger.
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